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È ÈÕ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÈ Â ÊÐÈÏÒÎÃÐÀÔÈÈ

Â.Ì. ÑÈÄÅËÜÍÈÊÎÂ

1. Äèçüþíêòíûå êîäû
Íàáîð A = {A1, . . . , AT} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà [N ] = {1, . . . , N} íàçûâàåòñÿ (w,r)-

ñåìåéñòâîì íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ (cover-free (w,r)-family), åñëè äëÿ íåãî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

w⋂
s=1

Ais *
r⋃

j=1

Akj
, äëÿ âñåõ {i1, . . . , iw}, {k1, . . . , kr} ⊆ [N ]

òàêèõ, ÷òî {i1, . . . , iw}
⋂
{k1, . . . , kr} = ∅

(1.1)

Èäåíòèôèêàöèîííàÿ ìàòðèöà K (w,r)-ñåìåéñòâîì íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ A , íàçû-
âàåòñÿ äèçúþíêòèâíûì (w,r)-êîäîì. Ñòîëáöû ìàòðèöû K ÿâëÿþòñÿ èäåíòèôèêàöèîííûìè
âåêòîðàìè ìíîæåñòâ Aj . Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà K èìååò N ñòðîê è T ñòîëáöîâ. ×èñ-
ëî N îáû÷íî íàçûâàåòñÿ äëèíîé äèçúþíêòíîãî êîäà K , à ÷èñëî T íàçûâàþò ÷èñëîì åãî
ýëåìåíòîâ. Îáû÷íî ñòðåìÿòñÿ ïðè çàäàííûõ N, (w, r) ìàêñèìèçèðîâàòü ÷èñëî T . Ñåìåé-
ñòâî íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äèçúþíêòíûé êîä � ,ïî ñóùåñòâó,
îäíî òî æå ïîíÿòèå. Ýòè ïîíÿòèÿ ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü.

Äèçúþíêòíûå (w,r)-êîäû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåì ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðè-
ìåíòîâ. Îíè íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ è â êðèïòîãðàôèè (ñì., íàïðèìåð, [7, 3], à òàêæå ìíîãèå
äðóãèå ðàáîòû). Êðèïòîãðàôè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿ äèçúþíêòíûõ êîäîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ
â ï. 4 äàííîé ðàáîòû.

2. Ïîñòðîåíèå äèçúþíêòíûõ êîäîâ
2.1. Êîíêàòåíàíòíàÿ êîíñòðóêöèÿ, èñïîëüçóþùàÿ äèçúþíêòíûé (2,q-2)-êîä.

Îïðåäåëåíèå 2.1. [Äèçüþíêòíûé (2, q−2)− êîä Qq ] Ïóñòü R
(k)
q = {{i+kq}, {i+kq, j +

kq}|i, j = 1, . . . , q, i 6= j}, , |R(k)
q | =

(
q
2

)
+

(
q
1

)
=

(
q+1
2

)
, � ìíîæåñòâî âñåõ äâóõ è îäíî-

ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà [kq + 1, (k + 1)q] = {kq + 1, . . . , kq + q} . Ïóñòü
C

(k)
s = {(s + kq, j + kq)|j = 1, . . . , q}, |C(k)

s | = q, � ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
R

(k)
q , îáðàçîâàííûõ ìíîæåñòâàìè {i, j} ∈ R

(k)
q , êîòîðûå ñîäåðæàò ýëåìåíò s + kq .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (�02-01-00687) è NST (�CCR-0310632) âî âðåìÿ
âèçèòà àâòîðà â Ìè÷èãàíñêèé óíèâåðñèòåò ëåòîì 2004 ã.
�����������������������������������-
Ðàáîòà áóäåò îïóáëèêîâàíà â Òåçèñàõ äîêëàäîâ êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòèêà è áåçîïàñòíîñòü èíôîðìà-
öèîííûõ òåõíîëîãèé", 2004, Ìîñêâà, ÌÃÓ (Moscow Lomonosov University), 28-29 îêòÿáðÿ, 2004. Ýòîò
ñáîðíèê âûéäåò â ñâåò â íà÷àëå 2005 ã. íà ðóññêîì ÿçûêå è, âîçìîæíî, áóäåò ïåðåâåäåí íà àíãëèéñêèé
ÿçûê. Äî êîíöà ãîäà ÿ íàäåþñü ïîñëàòü ñòàòüþ ïîä òåì æå íàçâàíèåì â æóðíàë Ïðîáë. ïåðåäà÷è èíô.
Â.Ì. Ñèäåëüíèêîâ.
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Äëÿ êàæäîãî k cåìåéñòâî Q(k)
q = {C(k)

s |s = 1, . . . , q} ïîäìíîæåñòâ
(

q+1
2

)−ìíîæåñòâà
R

(k)
q íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì (2, q − 2)− ñåìåéñòâîì, îïðåäåëåííîì íà ìíîæåñòâå

(kq, (k + 1)q] . Ñåìåéñòâî Q(0)
q îáîçíà÷àåòñÿ êàê Qq .

Ïî ñóùåñòâó, ìíîæåñòâà Cj ñåìåéñòâà Qq ìû èíäåêñèðóåì îäíî è äâóýëåìåíòíûìè
ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà {1, . . . , q} . Ïîýòîìó äèçúþíêòíûé êîä, ñîîòâåòñòâóþùèé ñå-
ìåéñòâó Qq , èìåååò äëèíó N =

(
q+1
2

)
(÷èñëî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ).

Êàæäîå ñåìåéñòâî Q(k)
q = {C(k)

1 , . . . , C
(k)
q }, A(k)

s ⊂ R
(k)
q , ñîäåðæèò q ýëåìåíòîâ (ïîäìíî-

æåñòâ). Mîùíîñòü êàæäîãî ìíîæåñòâà C
(k)
s ðàâíà q (Îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ: T = q, N =

|R(k)
q | = (

q+1
2

)
, ñì. [3],[4]).

Ëåììà 2.1. Òðèâèàëüíîå (2, q − 2)− ñåìåéñòâî Q(k)
q ÿâëÿåòñÿ (2, q − 2)− ñåìåéñòâîì

íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ . Åãî ìàòðèöà èíöèäåíöèé îáðàçóåò (2, q−2)− äèçúþíêòíûé
êîä äëèíû N =

(
q+1
2

)
ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ q .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,
C(k)

s ∩ C
(k)
s′ = {s + kq, s′ + kq}

è {s + kq, s′ + kq} ∩ (C(k)
s1
∪ · · · ∪ C(k)

sq−2
) 6= ∅,

åñëè è òîëüêî åñëè s ∈ {s1, . . . , sq−2} èëè \ è s′ ∈ {s1, . . . , sq−2}.
(2.1)

¤
Çàìåòèì, ÷òî åñëè k 6= k′ , òî ïî ïîñòðîåíèþ C

(k)
s ∩ C

(k′)
t = ∅ .

Åñëè A = {A1, . . . , Aq}, Aj = {aj,1, . . . , aj,m} ⊂ [N ] , � ïðîèçâîëüíîå (2, q−2)− ñåìåéñòâî
ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ, òî ÷åðåç A(k) îáîçíà÷àåòñÿ (2, q−2)− ñåìåéñòâî A(k) = {A(k)

1 , . . . , A
(k)
q }

ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ, ãäå A
(k)
j = {aj,1 + (k − 1)N, . . . , aj,m + (k − 1)N} ⊂ {1 + (k −

1)N, . . . , N + (k − 1)N} .
Çàìåòèì, ÷òî åñëè k 6= k′ , òî ïî ïîñòðîåíèþ A

(k)
s ∩ A

(k′)
t = ∅ .

Îïðåäåëåíèå 2.2 (Ðàçäåëÿþùèé êîä). q− çíà÷íûé êîä K íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùèì
(w, r)− êîäîì (separating (w, r)− code), åñëè äëÿ ëþáûõ y1, . . . , yw ∈ K è ëþáûõ x1, . . . , xr ∈
K, {y1, . . . , yw} ∩ {x1, . . . , xr} = ∅, ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà (êîîðäèíàòà) i ∈ [n] =
{1, . . . , n} òàêàÿ, ÷òî

{y1,i, . . . , yw,i} ∩ {x1,i, . . . , xr,i} = ∅. (2.2)
Îïðåäåëåíèå 2.3. [Êîíêàòåíàíòíàÿ êîíñòðóêöèÿ äèçúþíêòíîãî êîäà] Ïóñòü K �
q− çíà÷íûé ðàçäåëÿþùèé (2, r)− êîä è A = {A1, . . . , Aq}, |Aj| = m, � (2, q−2)− ñåìåéñòâî
ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùåå q ìíîæåñòâ. Ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ An(K) îá-
ðàçîâàííîå ïîäìíîæåñòâàìè

Ax = A(1)
x1
∪ A(2)

x2
∪ · · · ∪ A(n)

xn
, x = (x1, . . . , xn) ∈ K, |Ax| = nq, (2.3)

ìíîæåñòâà Nn = ∪n
k=1{(k − 1) + 1, . . . , N + (k − 1)N} = {1, . . . , nN} , íàçûâàåòñÿ êîíêà-

òåíàíòíûì ñåìåéñòâîì ïîäìíîæåñòâ, ïîðîæäåííûì ðàçäåëÿþùèì êîäîì K è ñåìåé-
ñòâîì A .

×èñëî ýëåìåíòîâ (îáû÷íî îáîçíà÷àåìàÿ êàê T ) ñåìåéñòâà An(K) ðàâíà |K| , ÷èñëî
ýëåìåíòîâ Nn (äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî äèçúþíêòíîãî êîäà) ðàâíà |Nn| = nN . Åñëè
A = Qq , òî |Nn| = n

(
q+1
2

)
.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü K � q− çíà÷íûé ðàçäåëÿþùèé (2, r)− êîä è A = {A1, . . . , Aq}, |Aj| =
m, � (2, q−2)− ñåìåéñòâî ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùåå q ìíîæåñòâ. Ïðè ëþ-
áîì q ñåìåéñòâî An(K) ÿâëÿåòñÿ (2, r)− ñåìåéñòâîì, íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x,y ∈ K,x 6= y . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
Ax ∩ Ay = (A(1)

x1
∩ A(1)

y1
) ∪ · · · ∪ (A(n)

xn
∩ A(n)

yn
). (2.4)

Ïóñòü {x1, . . . , xr} ⊆ K \ {x,y} . Êîä K ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (2, r)− êîäîì. Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò òàêîå s , ÷òî (xs 6∈ {xs,1, . . . , xs,r})&(ys 6∈ {xs,1, . . . , xs,r}) . Î÷åâèäíî, èç ïîñëåä-
íåíãî ñîîòíîøåíèÿ è (2.1) ñëåäóåò

(A(s)
xs
∩ A(s)

ys
) 6⊂ (A(s)

x1,s
∪ · · · ∪ A(s)

xr,s
). (2.5)

Ïîýòîìó Ax ∩ Ay 6⊂ Ax1 ∪ · · · ∪ Axr . ¤
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 2.1 íå ñîâïàäàåò ñ ïîõîæåé òåîðåìîé, êîòîðàÿ ôîðìóëè-

ðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [3], Proposition 2.1, [4], lemma 5):

Ëåììà 2.2. Ïóñòü K ÿâëÿåòñÿ q− çíà÷íûì ðàçäåëÿþùèé (2, r)− êîäîì ñ ïàðàìåòðàìè
n × |K| (n � äëèíà K ) and B � (2, r)− ñåìåéñòâî, íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ (èëè,
÷òî îäíî è òîæå, B � äèçúþíêòíûé (2, r)− êîä) ðàçìåðà N1 × q ( q � ÷èñëî ïîäìíî-
æåñòâ â B ). Òîãäà êîíêàòåíàòíûé êîä K ¦ B ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì (2, r)− êîäîì ñ
ïàðàìåòðàìè nN1 × |K| .
Çàìå÷àíèå 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëåììà 2.2 áûëà èñòèííà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû B áûë
äèçúþíêòíûì (2, r)− êîäîì, à K � ðàçäåëÿþùèì (2, r)− êîäîì. Òåîðåìà 2.1 ïîêàçûâàåò,
÷òî åñëè â êà÷åñòâå B âçÿòü äèçúþíêòíûé (2, q − 2)− êîä A , ïðè òî ýòî òðåáîâàíèå
ïðè r > q − 2 ÿâëÿåòñÿ èçëèøíå ñòðîãèì. À èìåííî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèçúþíêòíîãî
(2, r)− êîäà äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ëþáîãî q− çíà÷íîãî ðàçäåëÿþùåãî (2, r)− êîäà, ãäå
÷èñëà q è r ìîãóò áûòü âçÿòû â ëþáîé êîìáèíàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå äèçúþíêòíîãî (2, r)− êîäà ïðè ëþáîì r ìîæåò áûòü ñâå-
äåíà ê ïîñòðîåíèþ q− çíà÷íîãî ðàçäåëÿþùåãî (2, r)− êîäà, èáî äëÿ ëþáîãî q ñóùåñòâóåò
q− çíà÷íûé äèçúþíêòíûé (2, q − 2)− êîä Qq .

Â êðèïòîãðàôèè åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü äèçúþíêòíûå (2, r)− êîäû, èìåþùèå êîíêà-
òåíàíòíóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðûå ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ðàçäåëÿþùèõ êîäîâ.

3. Êîíñòðóêöèè íåêîòîðûõ ðàçäåëÿþùèõ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè
äèçúþíêòíûõ êîäîâ

3.1. Èçâåñòíàÿ êîíñòðóêöèÿ.

3.1.1. Êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà êàê ðàçäåëÿþùèé êîä.
Ïóñòü Fq = {α1, . . . , αq} è ïóñòü f = f(x) ∈ Fq[x] è af = (f(α1), . . . , f(αn)) � âåêòîð

çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà f . Êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà (RSk,q = êîä), ïî îïðåäåëåíèþ, îáðàçîâàí
âñåìè âåêòîðàìè af , ó êîòîðûõ ñòåïåíü f íå âûøå k , ò.å.

RSk,q = {af |deg f ≤ k} (3.1)
Ïàðàìåòðàìè q− çíà÷íîãî RSk,q = êîäà ÿâëÿþòñÿ (n, k, d) , ãäå n = q, d = n − k + 1 è

q ÿâëÿåòñÿ ïðèìàðíûì ÷èñëîì.

Ëåììà 3.1. (Ñàãàëîâè÷ [9],[3])
Ïóñòü q > 2r . Òîãäà RS[ q

2r ],q
, |RS[ n

2r ],n
| = q[

n
2r ]+1, ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (2, r)− êîäîì.

Ñëåäñòâèå 1 (Èç òåîðåìû 2.1 è ëåììû 3.1). Ïóñòü 2r < q . Òîãäà Qq,q(RS[ q
2r ],q

) ÿâëÿåòñÿ
ðàçäåëÿþùèì (2, r)− êîäîì ïðè ëþáîì q .
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Ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è äèçúþíêòèâíîãî (w, r)− êîäà K äëèíû N íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

R(K) =
log2 |K|

N
. (3.2)

Íåèçâåñòíî, êàê ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ òîëüêî ëåìì 3.1 è 2.2, íå èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.1,
áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèçúþíêòèâíûõ (2, r)− êîäîâ, ãäå r = const ≥ 1, N →
∞, ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ. Äàëåå ìû ïðèâåäåì îäèí åñòåñòâåííûé ðåêóððåíòíûé ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè K1, . . . , Km, . . . , ïîäîáíûõ äèçúþíêòèâíûõ
(2, r)− êîäîâ, êîòîðàÿ èìååò â ïðåäåëå íóëåâóþ ñêîðîñòü, íî ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ
î÷åíü ìåäëåííàÿ.

Âìåñòå ñ òåì ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíêàòåíàíòíûõ äèçúþíêòèâ-
íûõ (2, r)− êîäîâ, ãäå r = const ≥ 1, N →∞, ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
2.1 äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Ýòî áóäåò ñäåëàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 2.2, óêàçàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîäîâ ñòðîèòüñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü K1 � ïðîèçâîëüíûé äèçúþíêòèâíûé (2, r)− êîä äëèíû N1 è êîä Km óæå ïî-
ñòðîåí. Ïóñòü qm � íàèáîëüøåå ïðèìàðíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî |Km| = Tm ≥ qm . Âîçüìåì
â êà÷åñòâå êîäà Km+1 êîä RS[ q

2r ],q
¦ Km , êîòîðûé èìååò äëèíó Nm+1 = qmNm è ÷èñëî

ýëåìåíòîâ q[
qm
2r ]+1 . Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë R(Km) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Òàê êàê R(K) ≤ 1 , òî, î÷åâèäíî,

R(Km+1) ∼ log2qm

2rNm

∼ 1

2r
R(Km), m →∞. (3.3)

Îòñþäà ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì s ñëåäóåò, ÷òî

R(Km+1) .
(

1

2r

)s

, (3.4)

ò.å. limm→∞ R(Km) = 0 .
Èçâåñòíà ïîëîæèòåëüíàÿ îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû

R(w, r) = lim
N→∞

log2 T (N, w, r)

N
, (3.5)

ãäå T (N,w, r) � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå T ïðè çàäàííûõ N,w, r (ñì., íàïðèìåð, [3],
section 3.5). Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèçú-
þíêòíûõ (2, r)− êîäîâ (íå îáÿçàòåëüíî êîíêàòåíàíòíûõ) ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ.

3.2. Ïîñòðîåíèå ðàçäåëÿþùèõ (w, 1)−êîäîâ. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû, èñïîëüçóÿ
òåîðåìó 2.1, ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçäåëÿþ-
ùèõ ëèíåéíûõ (w, 1)− êîäîâ.

Ïóñòü x,y ∈ Fn
q . Ïðîèçâåäåíèåì x · y âåêòîðîâ x,y ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

x · y = (x1y1, . . . , xnyn). (3.6)
Ëåììà 3.2. Ëèíåéíûé íàä ïîëåì Fq êîä K ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (w, 1)− êîäîì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xw ∈ K âûïîëíåíî

x1 · · ·xw 6= 0. (3.7)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x′1, . . . , x

′
w,x ∈ K, x 6∈ {x′1, . . . , x′w} .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ êîîðäèíàò xi ó âåêòîðà x âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå xi ∈
{x′1,i, . . . , x

′
w,i}, i = 1, . . . , n . Òîãäà äëÿ âåêòîðîâ x1 = x′1 − x, . . . , xw = x′w − x , ïðèíàäëå-

æàùèõ êîäó K , ñîîòíîùåíèå (3.7) íå âûïîëíÿåòñÿ.
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Íàîáîðîò, åñëè ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòû xi ó âåêòîðà x , äëÿ êîòîðîé xi 6∈ {x′1,i, . . . , x
′
w,i} ,

òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (3.7). ¤
Ëåììà 3.3. Äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä K ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (2, 1)− êîäîì, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ K \ {0}

wt(x + y) < wt(x) + wt(y), (3.8)
ãäå wt(x) � âåñ âåêòîðà x .
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x·y = 0, x,y ∈ K\{0} , òî, î÷åâèäíî, wt(x+y) = wt(x)+wt(y) .

¤
Ñëåäñòâèå 2. Ëèíåéíûé íàä ïîëåì Fq êîä K ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (2, 1)− êîäîì, åñëè
äëÿ ëþáîãî x ∈ K \ {0} âûïîëíåíî

n

3
< wt(x) <

2n

3
. (3.9)

Äîêàçàòåëüñòâî.Åñëè x ·y = 0 , òî wt(x+y) = wt(x)+wt(y) > 2n
3
, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ïðåäïîëîæåíèþ ñëåäñòâèÿ. ¤
Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî àâòîðó íå èçâåñòíî êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ áåñêî-

íå÷íûõ ñåìåéñòâ q− çíà÷íûõ ðàçäåëÿþùèõ (w, r)− êîäîâ ïðè q = const, w > 1, n → ∞ ,
êîòîðûå èìåþò íåíóëåâóþ ñêîðîñòü. Âìåñòå ñ òåì ñëåäñòâèå 2, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó,
ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ "õîðîøèõ"êîäîâ ïðè q = 2 .

À èìåííî, õîðîøî èçâåñòíûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ãðàíèöû Âàøàìîâà-Ãèëáåðòà ñóùåñòâî-
âàíèÿ ëèíåéíîãî êîäà ñ çàäàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì ìîãóò áûòü ñ ïîìîùüþ íåçíà÷è-
òåëüíûõ èçìåíåíèé òðàíñôîðìèðîâàíû â ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ãðàíèöû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ
ëèíåéíîãî êîäà, ó êîòîðîãî îãðàíè÷åíû ñíèçó è ñâåõó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè ýëåìåí-
òîâ. Ïðè ýòîì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ãðàíèöû íå èçìåíèòñÿ.

Ýòà óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ ãðàíèöà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå äâîè÷íûõ ëè-
íåéíûõ êîäîâ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (3.9), ñ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ
R = 1−H2

(
1
3

)
= 0.0817042 , ÷òî òàêæå äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíûõ ðàçäåëÿþùèõ

(2, 1)− êîäîâ.
Ðàññìîòðèì êîä, ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ïðîâåðî÷íîé

ìàòðèöåé äâîè÷íîãî BCH-êîäà ñ óäàëåííîé åäèíè÷íîé ñòðîêîé è ïîäõîäÿùèì ãàðàíòèðî-
âàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì. Èñïîëüçóÿ îöåíêó À. Âåéëÿ, ëåãêî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëè-
âîñòü îöåíîê (3.9) äëÿ òàêèõ êîäîâ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò ñïîñîá ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîí-
ñòðóêòèâíûì ìåòîäîì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàäåëÿþùèõ (2, 1)− êîäîâ òîëüêî
ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè òàêèìè æå êàê è äëÿ êîäîâ, êîððåêòèðóþ-
ùèõ îøèáêè, íåòðóäíî ïîëó÷èòü íèæíèå ãðàíèöû ñêîðîñòè, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò
q− çíà÷íûå ðàçäåëÿþùèå (w, r)− êîäû äëèíû n (ñì., íàïðèìåð, [1], chapter 6). Ñëîâî
"ñêîðîñòü"â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ñêîðîñòü êîäà â îáû÷íîì òåîðåòèêî-êîäîâûì ñìûñëå.
Ïðè q, w, r = const, n → ∞ ýòà ñêðîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé R(q, w, r) .
Âìåñòå ñ òåì ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ýòè îöåíêè ïîëó÷åíû òîëüêî êîäîâ, êîòîðûå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.

Èç òåîðåìû 2.1 è òåîðåìû 13 ðàáîòû [1] (íèæíåé ãðàíèöû ñóùåñòâîâàíèÿ äâîè÷íîãî
ðàçäåëÿþùåãî (w, r)− êîäà) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò
Òåîðåìà 3.1. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíêàòåíàíòíûõ äèçúþíêò-
íûõ (w, r)− êîäîâ äëÿ âñåõ ñêîðîñòåé

R(w, r) <
1

3
Y (w, r), (3.10)
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ãäå
Y (w, r) =

1

w + r − 1
max
0<p<1

log2

(
(1− pw(1− p)r − pt(1− p)w)−1

)
. (3.11)

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî â ðàáîòå [3] ïîëó÷åíû îöåíêè R(w, r) ñíèçó âåëè÷èíû R(w, r) . Â
÷àñòíîñòè, R(2, 1) = 0, 149 . Â òîæå ñàìîå âðåìÿ ïðàâàÿ ÷àñòü (3.10) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðàâíà
0.2075

3
= 0.0691667 . Õîòÿ ýòî ÷èñëî çàìåòíî ìåíüøå ÷èñëà R(2, 1) , ýòîò ðåçóëüòàò óñòàíàâ-

ëèâàåò ïîëîæèòåëüíîñòü ñêîðîñòè ëèíåéíîãî äâîè÷íîãî ðàçäåëÿþùåãî (2, 1)− êîäà.

4. Ñõåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé
Êîíöåïöèÿ ñõåì ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå èäåè (ñì. [2, 5, 7]).

1: Ìíîæåñòâî ïîëüçîâàòåëåé (â äðóãîé òåðìèíîëîãèè, ìíîæåñòâî âåðøèí ñåòè) àáî-
íåíòñêîé ñåòè ñâÿçè èäåíòèôèöèðóåòñÿ ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì Z, |Z| = T, .
Îáû÷íî Z ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ÷èñåë èëè ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà
Fn

q . Â ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå Z ìû ðàññìàòðèâàåì ðàçäåëÿþ-
ùèé êîä K ∈ Fn

q .
2: Ìíîæåñòâî L = {kα|α ∈ N} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ êëþ÷åé, èñïîëüçóþùèõ-

ñÿ â àáîíåíòñêîé ñåòè ñâÿçè. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî êëþ÷è èíäåêñèðóþòñÿ ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà N . Äëÿ ïðîñòîòû, âìåñòî ìíîæåñòâà L ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü ìíî-
æåñòâî N . Îáû÷íî, ÷èñëî ýëåìåíòîâ N îáîçíà÷àåòñÿ êàê N = |N | .

3: Ïóñòü Lz = {k1,z, . . . , ksz ,z} ⊂ L � ìíîæåñòâî êëþ÷åé ïîëüçîâàòåëÿ z ∈ Z , êîòî-
ðîå îí õðàíèò â ñâîåé ïàìÿòè (ýëåêòðîííîé). Äëÿ ïðîñòîòû, âìåñòî ìíîæåñòâà Lz
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî Nz = {(1,z), . . . , (sz,z)} ⊂ N . Â ðàññìàòðè-
âàåìûõ íèæå ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå Nz ìû áåðåì ìíîæåñòâî Ax (ñì. (2.3)).

4: Ìíîæåñòâî Lz,z′ îáùèõ êëþ÷åé ïàðû ïîëüçîâàòåëåé z,z′ ∈ Z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîæåñòâî Lz ∩Lz′ . Âìåñòî ìíîæåñòâà Lz,z′ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî
Nz,z′ = Nz∩Nz′ . Â óïîìÿíóòîì âûøå ñëó÷àå, â êà÷åñòâå Nz,z′ ìû áåðåì ìíîæåñòâî
(ñì. (2.4))

Nz ∩Nz′ = Ax ∩ Ay =
n⋃

j=1

(Axj
∩Ayj

). (4.1)

5: Ìû ïîëàãàåì, ÷òî íàáîð {Nz|z ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ (2, r)− ñåìåéñòâîì, ðàçäåëÿþùèõ
ìíîæåñòâ, èëè â äðóãîé òåðìèíîëîãèè äèçúþíêòèâíûì (2, r)− êîäîì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñõåìå ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ýòî
ñâîéñòâî, êàæäàÿ êîàëèöèÿ S ⊂ N , |S| ≤ r, ïîëüçîâàòåëåé íå ìîæåò ïîëó÷èòü âñå
îáùèå êëþ÷è ïàðû ïîëüçîâàòåëåé z,z′ 6∈ S , ò.å. âñåãäà ó ïàðû z,z′ èìååòñÿ, ïî
ìåíüøåé ìåðå îäèí îáùèé êëþ÷ èç Lz,z′ , êîòîðûé íå âõîäèò â îáúåäèíåíèå êëþ÷åé
íåäîáðîñîâåñòíûõ ïîëüçîâàòåëåé èç êîàëèöèè S . Òàêèå ñõåìû íàçûâàþòñÿ ñõåìàìè
ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé, óñòîé÷èâûìè ê r êîìïðîìåòàöèÿì.

6: Ñëîæíîñòüþ ñåìåéñòâà, ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ N , èëè ñîîòâåòñòâóþùåãî äèçú-
þíêòíîãî êîäà åñòåñòâåííî íàçûâàòü ÷èñëî

a(N ) = max
z∈Z

|Nz| (4.2)

è ìèíèìèçèðîâàòü åãî ïðè çàäàííîì ÷èñëå T . Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð íå ñîâ-
ïàäàåò ñ îáùå ïðèÿòûì ïàðàìåòðîì N � äëèíîé äèçúþíêòíîãî êîäà, êîòîðûé
ìèíèìèçèðóåòñÿ âî âñåõ èçâåñòíûõ àâòîðó ðàáîòàõ.

Íàïðèìåð, ñëîæíîñòü (â íàøåé òåðìèíîëîãèè) òðèâèàëüíîãî (2, q−2)− ñåìåéñòâà
Qq ðàâíà a(Qq) = q , à ñëîæíîñòü êîíêàòåíàíòíîãî ñåìåéñòâà Qq,n(K) ðàâíà
a(Qq,n(K)) = qn .
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